
 重积分

二重积分 （黎曼积分）

或

其中 为 积分区域 的子区域 直径的最大值

可积的判定：有界闭区域上连续（或分片连续）的二元函数

 性质

 对积分区域的可加性&对被积函数的可加性  保号性&保不等号性

奇偶性
关于 的偶函数：

关于 的奇函数：

轮换对称性：

积分中值定理

，则 ， ，其中

直角坐标下的计算公式（ 累次积分 ）

（面包片模型）（此例子为 型区域： 为 两直两曲 四边形，

其中直边为 和 ，曲边为 和 ）

 要点

 积分次序影响积分的繁易

 上下限函数分段时，
 分区域积分

 改变积分次序可能改变
 分区域积分的需要

极坐标 下的计算公式

（一般先 后 ）

其中有坐标变换 另外，还有椭圆坐标系（广义极坐标变换）

二重积分的变量变换公式

若 ，变换 满足 ① ②

则有

曲面的面积

直角坐标 曲面 的面积为

参数方程 （坐标变换）曲面 则

三重积分 （黎曼积分）

或

其中 为 积分区域 ， 为 体积元素（体积微元）

 性质
 对积分区域的可加性&对被积函数的可加性  保号性&保不等号性

 积分中值定理  关于某一变量的奇偶性&轮换对称性（计算量影响大）

直角坐标下的 投影法 （先一后二）

其中 为 在平面 的投影， 是以 和

为底的的正柱面体，即侧面的母线平行于 轴，具有积聚性

直角坐标下的 截面法 （先二后一）

其中 要介于平面 和 之间，

为闭区域（连通的开集并其边界）

 如何选用坐标系
 注意被积函数的特殊结构，如平方和

 注意各种坐标下被积区域是否需要分割

柱坐标 下的计算公式

球坐标 下的计算公式

另外，还有广义球坐标变换

在一般变量替换下的变换公式

若 ，变换

其中
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