
 曲线积分与曲⾯积分
  

第一型曲线积分 （黎曼积分）

其中 为中间点， 为被积函数， 为弧微分，

为 积分曲线 的子区域 长度的最大值

可积的判定：逐段光滑（光滑：切线存在且连续）

第一型曲线积分的对称性：
与 关于同一轴对称（奇函数）：

与 关于同一轴对称（偶函数）：

直角坐标函数

极坐标函数

平面参数方程

空间参数方程

第二型曲线积分 （对坐标的曲线积分，黎曼积分）

其中向量函数 ，

有向曲线 称为 积分路径

可积的判定：逐段光滑曲线 上的函数 与 连续

平面参数方程 （空间参数方程类似）

直角坐标函数

两类曲线积分的联系

当曲线 用参数方程 表出时

①

② 设 的 方向余弦 为 则有

③

  

格林公式（第二型曲线积分 二重积分）

其中 ， 是有界闭区域 ，

的边界 是逐段光滑的， 为区域 的正向边界
（外边界逆时针，内边界顺时针）

格林公式使用方法
① 补路径，使积分曲线成环（通常沿坐标轴）

② 挖洞，使被积区域内 的偏导处处连续

平面第二型曲线积分与路径无关的条件

① 简单逐段光滑曲线

② 单连通区域

③ 单连通区域

求 的原函数（若存在）的方法（单连通区域）
① 直接凑全微分

② 任取积分路径和起始点 ，则

③ 先计算

再计算

第一型曲面积分 （无方向性的，黎曼积分）

其中 为中间点， 为被积函数，

为 被积函数 ， 为 积分曲面 的子区域 长度的最大值

可积的判定： 是分片光滑曲面，函数 连续

投影法 化为二重积分

参数方程 化为二重积分

① 则

② 则

  

第二型曲面积分 （有向）

其中 为曲面 一侧的单位法向量

单侧曲面： 如 带

双侧曲面： 如球面

方向余弦

前侧 右侧 上侧

后侧 左侧 下侧

第一型曲面积分形式

其中

坐标形式

其中 为 在平面 的有向投影面积

三面投影法 化为三个二重积分

化简 的步骤

① 投影到 平面 ② 代入 ③ 根据曲面的侧定号

投影 偏导 化为一个二重积分

其中法向量

参数方程 化为一个二重积分

其中法向量

高斯公式 化为三重积分

外侧

其中 的边界为 （封闭、分片光滑），

即

斯托克斯公式

其中 （分片光滑的双侧曲面） 的边界为 （分段光滑的闭合

曲线）， 与 的定向构成右手系，
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